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� �� �
� 2���� ;� 2��
 ��& ��
��
�����X� ;�����$ .������& � ������� �� ���������� X /�� A ��� R
�� ���� �� ;� envy-free �/ /�� ��& �2� ������ ai ��� a j �� A� 2�

�� ui(X(ai)) ≥ ui(X(a j))$ RL<��.TRRLR""form #R.form� /��
�
���% ������� �
�  ��;��� �/ ������������ ���� � ��T� �������
(A,R,U)� 2
��
�� �
��� �H���� �� ��&�/��� ���������� X ∈ Πn,m$

Basic Notions from Complexity Theory.
:� ������ �
� ������ �� /������� 2��
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������� ������� ���
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��LM� �
� ������ �/ # ��&����������� ���&����% ������;����&�
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��� �������� �� � ��� ��H��& ����� C #2��
 ��� ��� �� ≤ 
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M� ���������� ��� ���������� I'+J ���������� �
� ��� ��H��&
����� NM �� �
� ��� �/ ��//������� �/ ��& �2� LM ����� �$�$�
NM = {A−B | A,B ∈ LM}$ NM �� ���2� �� ;� �
� ������ ����
�/ �
� ;������ 
������
& ��� LM ��� �� ����� �
� ��� ��H��& �/
�
� exact variants of many LM-hard optimization problems$ .��
�H�� ��� ��  ��� �
� � ����� ���� ��H{swu(X) | X ∈ Πn,m}
�/ ����������� ������ 2��/��� �� � ���� ��T� ������� �Y���� +\'S$
	
�� � V&��W �������� �/ �":>form� ��& (A,R,U,'C)� �����&
��������� �
�� �
�� ��H���� �� �� ����� 'C� 2
����� (A,R,U,'C)
2���� ;� � V��W �������� �/ Z�":>form ��� �
� ���& V&��W
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�� ���

�� � ����� �� 
�� �H����& �� � ��� ����������& ���� �
���������
���� �
�� �������� 2
��
�� �� /���� ���� ���� �����O NM �� 2����&
;������ �� ;� � �������& ����  �2��/�� ����� �
�� LM$ >�
��
�������  ��;���� �
�� �& �����& ��� ��� ���� /�� NM ��� unique
solution problems� 2
��
 ���� �
� ���Y������ �/ ��������� /�� LM
 ��;����� ��� critical graph problems 2
��� � ����� �
���� �/
�
� �� �� ��� 
 #���
 �� ������ K��� ��� ���� �� �������� K���
��� ����H ��� ��� �������� �����% �2���
�� ����  �� ���& �/
�
�� ��� 
 #�$�$� ��� �
����������;����&%$ .�� ���� ;��������� ��
��� ��������� ��� ��H��& #�� ������& 2��
 ������ �� NM ��� �
�
;������ 
������
& ��� LM%� 2� ��/�� �� I'+J ��� �
� ��H�;��� I'\J$

3. RELATED WORK AND OVERVIEW OF
OUR RESULTS

������� ��� ���� I'J  ����� ����� ���& ��
�� �������� �
��
R.bundle �� LM���� ����$ �
����&�� �� ��$ I*J  ���� �
�� ;��

�":>bundle ��� �":>+�additive ��� LM���� ����$ :
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��������� ��� �� �������� �� �
� "�M /���� LM���� �������� ��
���� ���2� /�� �
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��
�� �
��� �� ��
��&�/��� ���������� /�� � ���� ��T� ������� IDJ ��� /�� �
�
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� +��������� ��� �
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������ 2��/��� � ����=����� �� NM���� ����$ :�  ��� �
��� �2�
���K������� �� �
� �// ������ /�� �
� ;����� /��� �� "������ *�
��� /�� �
� k�������� /��� �� "������ S$ ,� ��������� /�� ;��
 �
�
;����� ��� �
� k�������� /���� 2�  ��� �
�� �H��� �����������
������ 2��/��� � ����=����� �� NM���� ���� ��� �
�� ������ 2��/���
� ����=����� �� �
� L��
  ������ �� LM���� ����$

�
����&�� �� ��$ I+J ���� ���K������� �
�� R.+�additive ��
LM���� ����$ ��2���� �� �// ������ �������� �� �
�� ���K������
/����2� /��� � ������ �/ �� ��� �� ��$ I''J 2
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��

R.'�additive �� LM���� ����$ L��� �
�� R.'�additive �� � � �����
���� �/ R.+�additive� �� �
� ������  ��;��� ����������& ��
�����
�
� LM�
������� ��2�� ;���� �/ �
� /�����  ��;���P ���;���
� 
�/ R.+�additive �� LM �� ���& �� ���$

4. COMPLEXITY OF SOCIAL WELFARE
OPTIMIZATION: BUNDLE FORM

�� ��������� �;��� �
����&�� �� ��$ I+J ���K������� �
��
R":>bundle �� LM���� ����$ >�� / ��� ������ ����� �
��
���K������ �� �
� �// ������� ��� �� �������� �
�2� �
� ����
������ /�� LM":>bundle$

	�R>TR� *$'$ R":>bundle and LM":>bundle are LM-
complete.

Proof. ���;���
� �� LM �� ���& �� ��� /�� ;��
  ��;����O
?��� �� �������� (A,R,U,K)� 2
��� (A,R,U) �� � ��T� �������
��� K ∈ Q� ��  ��&������ ���� 2� ��� �������������������& �����
�� ���������� ��� �
�� ����������������& ��� ��� �
� �������
#��� ������&� �
�  ������% �/ �
� ������X ��������� ��� ��� ��� ��
2��
 K$
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������� ������� �� � ������ ��������� /���
\�"�	� ��� �/ �
� �������� LM���� ����  ��;���� #���� �$�$�
?���& ��� Q�
���� IGJ%� 2
��
 �� ��/ ��� �� /����2�O ?��� �
;������ /������ ϕ �� ���K������ ������ /��� 2��
 �� ���� �
���
��������  �� ������� �� �
��� � ����
 ���������� �� �
� ����;��� �/ ϕ
�
�� ����� ϕ ������� �� ����_

:� ��� ���� �� �������� ϕ �/ \�"�	$ ��� C = {c',c+, . . . ,cn}
;� �
� ��� �/ ������� �/ ϕ $ :��
��� ���� �/ ���������&� 2� ������ ϕ
�� ������� ���& ����;��� �
�� ����� ;��
 �� �  ������ ������� ��� �� �
������� ���$ ,/ 2� 
�� � ����;�� �
�� ���� ��� ����� �� ;��
 2�&��
�
� ������ ���������� �
�� ����;�� ��� ��2�&� ;� �����/ ��� ��� ��
�������� ���
 � ������ ���� ��� �//��� �
� /������X� �����/ �;����&
#�$�$� ϕ �� �����/ �;�� �/ ��� ���& �/ �
� �
�� ������� /������ ��
�����/ �;��%$ .���
������� 2� ������ �
�� �
��� ��� �� ����� �2�
������� #�$�$� n ≥ +% ��� �� ������ �������� ��& ����;�� �2��� #;� ��
�� �  ������ �� �� � ������� �������%$

:� ��������� ��� ����� a j /�� ���
 ������ c j �/ ϕ ��� ��
���������� ����� a(� ��������� �� � ��� A = {a(,a', . . . ,an} �/
������$ N� ������ �� �
� �������� �/ �
� �������� 2� ��/ �� �
�
��� R �/ ��������� �� /����2�$ :� ��������� � ��2 �������� /��
���
 ���������� �/ � ������� �� � ������ ��� ���
 ���������� �/ �
�
�������� �/ �
� ���� ������� �� � ������ �� �
� ���
�$ ,� ���� �������
2� ��/ �� � �������� /�� ���
  ��� ((�,s),(¬�,t)) �H����& �/ ���
��
� �� ¬� �� � ����;�� �/ ϕ ��� ' ≤ s < t ≤ n� 2
��� (k, i) ���������
�
� ���������� �/ ������� k �� ������ ci$

L�2� 2� ��� �
� ��������� �/ �
� ������ a j �� A� j �= (� ��
/����2�$ ����� a jX� ���=��� ��������� �� ��� �� �
� ������ c j $'
.�� ���
 ������� � �� ¬� �� c j� ����� a j /���� � ;����� 2��
 ���
 ���� ((�,s),(¬�,t)) 2
��� ���
�� s = j �� t = j� ��� ������� ������&
���$ ,/ �
� ������� ������� ¬� ������ ���& ����� �
� ������ ������
;����� �������� ���& � ������ ��������$ .���
������� �/ �
� ������
�������� �� ����� �2� �������� �
�� ����� a j ������� � ������& �/ ���
�� ���
 ���;������� �/ �2� �/ �
��� ;������� ���� ����������&�
�/ �
� ������ �������� �
��� �������� �
�� ����� a j ������� � ������&
�/ ��� �� �
� ���;������� �/ ��� �
��� ;������$ "���� ���
 ������
�������� �� ���� �
��� ��������� ���
 ����� ������� ���=��� ���������
�� �� ���� ���� ����� �& ;������$ .�����&� ����� a( 
�� � ������&
�/ ��� /�� �
� �� �& ;����� ��� � ������& �/ n = ‖C‖ /�� �
� ;�����

'T�������� �� �� �& ;����� �/ ���������� ���
 ����� a j� j �= (�
������� ������& ���� =���$
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���������� ��� ���������$+
,� ��������� 2� �
���� �
� ����  �������� K = Ke = KN = '

/�� ��� ��������� �/ R":>bundle ��� LM":>bundle� �����&�
(A,R,U,Ke) ��� (A,R,U,KN)$ ,� �� ���& �� ��� �
�� (A,R,U,K) ���
;� ��� ���� ��  ��&������ ���� /��� ϕ � ����� ���
 ������ ��������
�/ �� ���� �
��� ����;��� ��� �
�� ���
 ����� /���� ��������� /�� ��
���� ���� ����� �& ;������$

L��� �
�� ���
 ����
 ���������� �� �
� ����;��� �/ ϕ ������ ����
�� �� ���������� �/ �
� ��������� �� R �� �
� ������ a j � ' ≤ j ≤ n�
�� /����2�$ ,/ � �� � ������� �� ������ c j �
�� �� ���� ����� � ����
����
 ����������� �
�� ����� a j �� �������� �
� ;����� ����������
�/ ��� ��������� ((�, j),(¬�,t)) 2��
 j < t ��� ((¬�,s),(�, j)) 2��

s < j$ ,/ ���� �/ �
� �������� �� ������ c j �� ���� ����� � ���� ����

���������� #�$�$� ������ c j �� �������� �� /���� ��� 
���� ϕ �� ���
�����/ ��%� �
�� ����� a j ���� ��� ������ ��& ��������$

:� ����� �
�� �
��� �H���� �� ���������� 2
��� ����������� ������
2��/��� �� �H����& K = ' �/ ��� ���& �/ ϕ �� �����/ �;��$

.��� ��/� �� ���
�� ��  ��� �
��� �H���� �� ���������� X 2��

swe(X) = '$ "� a( �� �������� �
� �� �& ;����� 2��
 ������& ���$ ,/
��� ��������� ��� ��������� ��������� �� X �
�� � ����
 ���������� ��
�
� ����;��� �/ ϕ �
�� ����� ϕ ���� ��� ;� �;������ �� /����2�$ ,/
����� a j � '≤ j ≤ n� �� �������� �������� ((�,s),(¬�,t)) 2��
 ���
��
s = j �� t = j �
�� ������� � ��� ;� ��� �� �� �� �����/& ������ c j$
	
��� �/ ����� a j 
���� �� ����� ��� ����� �& ;������ ������ c j
�� �����/ ��$ L��� �
�� �
� ���������� �/  ���2��� ���K���� ;������
���� ��� ����2 �� ������ �
� ���� ���� �� ;��
 ������� � ��� ���
�������� ¬�$ "���� swe(X) = '� �� /����2� /��� �
� ��/ ������ �/
����������� ������ 2��/��� �
�� ��� �
� ����� �
�� ����� a', . . . ,an
�� 2���� �// ���� 
��� � ����� �& ;�����$ 	
��� ��� ������� �/ ϕ
��� �����/ �� ����� �
� ����
 ���������� ������ ������ �� X $

.��� ���
� �� ��/�� �/ ϕ �� �����/ �;��� �
��� �� � ����
 ����������
�����/&��� ��� ������� c j ∈ C$ ,� �
� ������ ������ ���������� X
�/ ;������ �/ ���������� ���
 �/ �
� ������ a', . . . ,an ������� �
����� �& ;����� ��� �� ��� �����=� � ������& �/ ���$ 	
��� a( ��
�������� �
� �� �& ;������ ���� 2��
 ������& ���$ "� swe(X) = '$

����������&� ��� ��� �
�2 �
�� �
��� �H���� �� ���������� X
/�� 2
��
 �
� L��
  ������ �� �H����& K = ' �/ ��� ���& �/ ϕ ��
�����/ �;��$ ❑

��  ������ ��� ;& � ����2��� 	
����� *$' ��� ;�  ���� ;& �
��� ��� ��������� /���� �$�$� RZ��	 "R	 �><RT$ ��2���� �
�
����
��& ���� ������ ��������� /��� \�"�	 ���� �;�� 
�� �
 �� ���&\ �
�� 2��� ���� ����� *$\ �  ����;�� ��� �
�� ����2� ��
�� ����� ��� �H���� �
� �;�� ��������� �� � ��������� �
�� 2����
/��  ����� 	
����� *$* ;���2$

	
� /����2��� �H�� �� ����������� �
� ��������� /��� �
�  ���/
�/ 	
����� *$' ��� 2��� ;� ��������� �� RH�� �� *$S �� �
�2 
�2
�
�� ��������� �� ����/ �� /�� �
�  ���/ �/ 	
����� *$*$

RZ��M�R *$+$ Let

ϕ = (x'∨ x+∨ x\)∧ (¬x'∨¬x+)∧ (¬x+∨¬x\)

be a given boolean formula. Note that ϕ is satisfiable, e.g., by
the truth assignment (',(,() to (x',x+,x\). According to the proof
of Theorem 4.1, we introduce the agents a(, a', a+, and a\ (since
ϕ consists of n = \ clauses) and we have the following resources
+	
� ������& /�� �
� ;����� �/ ��� ��������� ��� ;� ��� �� ��&  ������
������� ���� �� �
��  ���/$ ��2���� �� �
� � ������  ���/ �/
	
����� *$* #2
��
 ������ ��� �H����� �
�  ������ ������������%�
2� ���� a( �� 
�� � ������& �/ n = ‖C‖ /�� �
�� ;�����$
\L����&� �
�� �
� ��H���� ����������� ������ 2��/��� �� �
� ��T�
������� ����������� /��� /������ ϕ ��� ������ ��� C �� �H����&
‖C‖+' �/ ϕ �� �����/ �;��� ��� �� �H����& ‖C‖ ��
��2���$

resulting from ϕ:

r' = ((x','),(¬x',+)), r+ = ((x+,'),(¬x+,+)),
r\ = ((x+,'),(¬x+,\)), r* = ((x\,'),(¬x\,\)).

Since the first clause of ϕ contains three literals, agent a' has
nonzero utilities for seven bundles of resources. However, a+ and a\
bid on only three bundles each, as the second and the third clause
contain only two literals.* At last, agent a( always bids on two
bundles (the empty one and the one with all resources), see Table 1.

����� M���� (������,������&)
a( ( ](,')� ({r',r+,r\,r*},\)
a' ({r'},')� ({r+,r\},')� ({r*},')�

({r',r+,r\},')� ({r',r*},')�
({r+,r\,r*},')� ({r',r+,r\,r*},')

a+ ({r'},')� ({r+},')� ({r',r+},')
a\ ({r\},')� ({r*},')� ({r\,r*},')

Table 1: Utilities of the agents resulting from ϕ

An allocation corresponding to the truth assignment (',(,() for
ϕ is obtained (according to the proof of Theorem 4.1) by giving ](
to a(, {r'} to a', {r+} to a+, and {r\,r*} to a\. Thus, each agent
can realize a utility of exactly one. This means that the utilitarian
social welfare in this allocation X is n + ' = *, whereas both the
egalitarian social welfare of X and the Nash product of X are one.

As noted above, to apply Lemma 4.3 in the proof of Theorem 4.4
the maximum utilitarian social welfare in the MARA setting
constructed from some unsatisfiable formula has to be the number
of clauses (see Footnote 3). So consider the unsatisfiable formula

ψ = (y'∨ y+)∧ (¬y'∨ y+)∧ (y'∨¬y+)∧ (¬y'∨¬y+)

with n′ = * clauses. Now, the reduction from the proof of
Theorem 4.1 gives the following resources:

r' = ((y','),(¬y',+)), r+ = ((y','),(¬y',*)),
r\ = ((y+,'),(¬y+,\)), r* = ((y+,'),(¬y+,*)),
rS = ((¬y',+),(y',\)), rD = ((y+,+),(¬y+,\)),
rC = ((y+,+),(¬y+,*)), rG = ((y',\),(¬y',*)).

Table 2 shows the nonzero utilities of the agents a(, a', . . . ,a*.

����� M���� (������,������&)
a( ( ](,')� ({r',r+,r\,r*,rS,rD,rC,rG},*)
a' ({r',r+},')� ({r\,r*},')�

({r',r+,r\,r*},')
a+ ({r',rS},')� ({rD,rC},')�

({r',rS,rD,rC},')
a\ ({rS,rG},')� ({r\,rD},')�

({r\,rS,rD,rG},')
a* ({r+,rG},')� ({r*,rC},')�

({r+,r*,rC,rG},')

Table 2: Utilities of the agents resulting from ψ

Since the recources are indivisible and nonshareable, at least
one of the agents ai, ' ≤ i ≤ *, cannot realize any utility at all.
Thus, in any allocation X, both the egalitarian social welfare of X
and the Nash product of X is zero, and the utilitarian social welfare
of X cannot be n′ +' = S. However, all resources can be assigned
to a(, so the utilitarian social welfare in this allocation is n′ = *.
*:
�� 2� ��& �� ����� bids on a bundle� 2� ���� �
�� �����
������� ���� ���=��� ������& �� �
�� ;�����$
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The above examples show that, as claimed in the proof of
Theorem 4.1, the given formula is satisfiable if and only if there
is some allocation whose egalitarian social welfare (respectively,
whose Nash product) is exactly one.

�
����&�� �� ��$ I+J ���K������� �
�� Z�":>bundle ��
NM���� ����$ :� ���� �
�� ���K������ �� �
� �// �������
��� 2� ����;���
 �
� ������ ������ ������ /�� ZR":>bundle$
	
����� *$* ;���2 ����� ��� �/ � ������ ;& :����� I'DJ� 2
�
 ������ ��// ����� ���������� /��  ����� 
������� /�� ���
 ����
�/ �
� ;������ 
������
& ��� LM$ :� ����� :�����X� ������ 
���
/�� �
� ���� �/ NM� �
� ������ ���� �/ �
�� 
������
&$

�R��� *$\ #:�?LRT I'DJ%$ Let A be some LM-complete
problem and let B be an arbitrary problem. If there exist a
polynomial-time computable function f such that, for all input
strings x' and x+ for which x+ ∈ A implies x' ∈ A, we have that

(x' ∈ A∧ x+ �∈ A) ⇐⇒ f (x',x+) ∈ B, #*$�%

then B is NM-hard.

	�R>TR� *$*$ Z�":>bundle and ZR":>bundle are NM-
complete.

Proof. 	�  ��� ���;���
� �/ Z�":>bundle �� NM� ��������
�
� ��������� ��H{swu(X) | X ∈ Πn,m} = K� 2
��� 2� ��&
������ �
�� K ∈ Z$S L��� �
�� �
�� ��������� �� ���� �/ ��� ���& �/

'$ (∃X ∈ Πn,m) [swu(X) ≥ K] ���

+$ (∀X ∈ Πn,m) [swu(X) < K +']$

"���� �
� / ��� ��������� �� �� LM  �������� ��� �
� ������ ���������
�� � ��LM  ��������� 2� ��� 2���� Z�":>bundle �� C ∩D /��
�����;�� LM ����C ��� D$ 	
��� Z�":>bundle �� �� NM$

	
�  ���/ �
�� ZR":>bundle �� �� NM �� 2��� �� ��������� ���
�
�� �������$

	� �
�2 �
�� Z�":>bundle �� NM�
���� 2� �  �& ����� *$\
2��
 A = \�"�	 ��� B = Z�":>bundle$ T����� �
� ������������
 �������� �� �
�  ���/ �/ 	
����� *$'$ L��� �
�� �
� ��H����
����������� ������ 2��/��� �� �H����& K = n + ' �/ ϕ �� �����/ �;��
#;������ ���
 �/ �
� n + ' ������ ��� �����=� � ������& �/ �H����&
��� �� �
�� ����%� ��� �� K = n ��
��2��� #;������ ���
�� ��� �����
ai� ' ≤ i ≤ n� ������ �����=� ��& ;����� �� ���� 2
����� �
� ��
��
������ a j � (≤ j ≤ n ��� j �= i� 2��� �����=� � ������& �/ ��� ���
� ��
����� a( ��� �����=� � ������& �/ n ��� ��� ��
�� ������ ������ �����=�
��& ������&%P ��� ���� RH�� �� *$+$

��� ϕ ��� ψ ;� �2� ���� ;������ /������� �� ���K������
������ /���� 2
��� ϕ 
�� n ������� ��� ψ 
�� n′ ������� ��� ϕ
��� ψ 
�� ���K���� ����;�� ����$ ��������� �� �
� 
& ��
���� �/
����� *$\� 2� ������ �
�� �/ ψ �� �����/ �;�� �
�� �� �� ϕ $

:� �  �& �
� ���� ������������ �� �� �
�  ���/ �/ 	
����� *$'
�� ;��
 ϕ ��� ψ � �
�� �;������� �2� ��T� ��������� (Aϕ ,Rϕ ,Uϕ )
��� (Aψ ,Rψ ,Uψ )$ >�� ������������ �� ��� ����� ;& �������
�
�� �� �;���� � ��T� ������� (A,R,U) 2��
 A = Aϕ ∪ Aψ �
R = Rϕ ∪Rψ � ��� U = Uϕ ∪Uψ � ��� ;& ������� Kxu = n+n′ +'�
�� (A,R,U,Kxu) �� ��� Z�":>bundle ��������$

"���� �
� ����;�� ���� �/ ϕ ��� ψ ��� ���K����� �
� ���� �/ �������
Aϕ ��� Aψ � ��� �
� ���� �/ ���������� Rϕ ��� Rψ � ��� ���K���� ��
2���$ L��� /���
�� �
�� ���
 ����� �� Aϕ ;��� ���& �� ;������ �/
��������� /��� Rϕ � ��� ���
 ����� �� Aψ ;��� ���& �� ;������ �/

S	
�� ����� ���� ��� ;� ���� 2��
��� ���� �/ ���������&� ;������
2� ��� ����� �& ��� ��������� ��� K ;& �
��� ����� ������ ����� ��$

��������� /��� Rψ $D .��� ��� ������������ ��� �
��� �;���������
�� /����2� �
��O

'$ ,/ ϕ ∈ \�"�	 ��� ψ ∈ \�"�	 �
�� �
��� �H���� �� ����������
X 2��
 swu(X) = n+n′ ++ > Kxu� ��

��H{swu(X) | X ∈ Π‖A‖,‖R‖} > Kxu.

+$ ,/ ϕ ∈ \�"�	 ��� ψ �∈ \�"�	 �
�� �
��� �H���� �� ����������
X 2��
 swu(X) = n+n′ +' = Kxu ��� �
��� �� �� ����������
Y 2��
 swu(Y ) > Kxu� ��

��H{swu(X) | X ∈ Π‖A‖,‖R‖} = Kxu.

\$ ,/ ϕ �∈ \�"�	 ��� ψ �∈ \�"�	 �
�� /�� ��& ���������� X �
swu(X) ≤ n+n′ < Kxu� ��

��H{swu(X) | X ∈ Π‖A‖,‖R‖} < Kxu.

	
� ���� �
�� ϕ �∈ "�	 ��� ψ ∈ "�	 ������ ����� ;& ���
����� ���� �
�� �/ ψ �� �����/ �;�� �
�� �� �� ϕ $ ������ (ϕ ∈ \�"�	
��� ψ �∈ \�"�	) �/ ��� ���& �/ (A,R,U,Kxu) ∈ Z�":>bundle� ��
#*$�% �� ����$ �& ����� *$\� Z�":>bundle �� NM�
���$

	� �
�2 �
�� ZR":>bundle �� NM�
���� 2� ����� ����� /���
�2� /������� ϕ ��� ψ 2��
 ���K���� ����;�� ���� ��� ���
 �
�� �/ ψ
�� �����/ �;�� �
�� �� �� ϕ $ :� �  �& �
� ���� ������������ �� �;��
�H�� � 2��
 ����
��& ��//����� ���������$ .����� 2� ���;�� ��� ���������
�/ �
� ������ �;������ /��� ϕ � ��

• ���& ����� aϕ
i � ' ≤ i ≤ n� ��2 
�� � ������& �/ �2� /�� ���


�/ �
� ;������ ��������� �� �
�  ���/ �/ 	
����� *$'� ���

• aϕ
( 
�� � ������& �/ �2� /�� �
� �� �& ;����� ��� � ������& �/
+n /�� �
� ;����� ���������� ��� ��������� �;������ /��� ϕ $

"������ 2� ��K��� �
� ��������� �/ �
� ������ �;������ /��� ψ $
������ 2� ���;�� ��� ���������� ��

• ���& ����� aψ
j � '≤ j ≤ n′� ��2 
�� � ������& �/ �2� /�� ���


�/ �
� ;������ ��������� �� �
�  ���/ �/ 	
����� *$'� ���

• aψ
( 
�� � ������& �/ �2� /�� �
� �� �& ;����� ��� � ������& �/
+n′ /�� �
� ;����� ���������� ��� ��������� �;������ /��� ψ $

,� ��������� ���
 ����� aψ
j � ' ≤ j ≤ n′� 
�� � ������& �/ ��� /�� �
�

�� �& ;�����$ 	
�� ����� �
�� ���
 ����� aψ
j ��� �����=� � ������&

�/ ��� ��� �/ aψ
j �����X� ��� ��& ��������$

������� �
� ��T� �������� (Aϕ ,Rϕ ,Uϕ ) ��� (Aψ ,Rψ ,Uψ )
��������� /��� ϕ ��� ψ � ��� ������&� 2� �;���� � ��T� �������
(A,R,U) �� �;��� ��� 2� ��� Kxe = '� �� (A,R,U,Kxe) �� ���
ZR":>bundle ��������$ ,� /����2� �
��O

'$ ,/ ϕ ∈ \�"�	 ��� ψ ∈ \�"�	 �
�� �
��� �� �� ���������� X
2��
 swe(X) = + > Kxe� ��

��H{swe(X) | X ∈ Π‖A‖,‖R‖} > Kxe.

+$ ,/ ϕ ∈ \�"�	 ��� ψ �∈ \�"�	 �
�� �
��� �� �� ����������
X 2��
 swe(X) = ' = Kxe ��� �
��� �� �� ���������� Y 2��

swe(Y ) > Kxe� ��

��H{swe(X) | X ∈ Π‖A‖,‖R‖} = Kxe.

\$ ,/ ϕ �∈ \�"�	 ��� ψ �∈ \�"�	 �
�� /�� ��& ���������� X �
swe(X) = ( < Kxe� ��

��H{swe(X) | X ∈ Π‖A‖,‖R‖} < Kxe.

D	
�� �� ���� �
�� �� ����� �� A ;��� �� ;������ �/ ��������� /���
;��
 Rϕ ��� Rψ $
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������ �
� ���� �
�� ϕ �∈ "�	 ��� ψ ∈ "�	 ������ �����$ ������
(ϕ ∈ \�"�	 ��� ψ �∈ \�"�	) �/ ��� ���& �/ (A,R,U,Kxe) ∈
ZR":>bundle� �� #*$�% �� ����$ �& ����� *$\� ZR":>bundle

�� NM�
���$ ❑

RZ��M�R *$S #�>L	,L�,L? RZ��M�R *$+%$ Considering
the two boolean formulas ϕ and ψ from Example 4.2, we see that

(ϕ ∈ \�"�	 and ψ �∈ \�"�	)

=⇒ (A,R,U,Kxu) ∈ Z�":>bundle, #*$;%

where Kxu = n + n′ + ' = \ + * + ' = G and (A,R,U) is the
MARA setting constructed from ϕ (with three clauses) and ψ
(with four clauses) as in the proof of Theorem 4.4. Note that (4.b)
corresponds, for the concrete formulas ϕ and ψ from Example 4.2,
to the second case in establishing (4.a) to show Z�":>bundle

NM-hard via Lemma 4.3 in this proof.

5. COMPLEXITY OF SOCIAL WELFARE
OPTIMIZATION: K-ADDITIVE FORM

�
����&�� �� ��$ I+J ���K������� �
�� R":>+�additive �� LM�
��� ����$ :� ���� �
�� ���K������ �� �
� �// ������� ��� 2�  ���
�
�� ��� R":>'�additive �� LM���� ����$ .���
������� 2� �
�2
�
� ���� ������ /�� LM":>'�additive$

	�R>TR� S$'$ For each k ≥ ', R":>k�additive and
LM":>k�additive are LM-complete.

Proof. 	
�� R":>k�additive ��� LM":>k�additive ���
�� LM� /�� ��& / H�� k ≥ '� �� ����� ���& �� ���$

	� �
�2 �
�� R":>k�additive �� LM�
���� 2� ��� � ���������
/��� �
� 2�������2� LM���� ����  ��;��� M�T	,	,>L #���� �$�$�
?���& ��� Q�
���� IGJ% �� R":>'�additive$C M�T	,	,>L ��
��/ ��� �� /����2�O ?��� � ����� �& ��Y����� c',c+, . . . ,cs �/
 ������ �������� ���
 �
�� C = ∑s

i=' ci �� ���� �� �
��� � ��;���
I ⊆ S = {',+, . . . ,s} ���
 �
�� ∑i∈I ci = ∑i∈(S−I) ci_

"�� ���� �� �������� (c',c+, . . . ,cs) �/ M�T	,	,>L� 2
���
C = ∑s

i=' ci �� ���� 2� ��������� �� �������� (A,R,U,K) �/
R":>'�additive �� /����2�$ 	
��� ��� �2� ������ �� A = {a',a+}
��� s ��������� �� R = {r',r+, . . . ,rs}$ #T����� �
�� ���
 ��������
��� ;� 
��� ;& ��� ����� ���&� ����� ��������� ��� �������;��
��� ����
����;��$% .�� i ∈ {',+}� ����� aiX� ��������� ��� ��� ��
ui({r j}) = c j� ' ≤ j ≤ s� 2
��
 ����� aiX� ;�� /�� �
� ������
�������� r j �� c j � ��� ui( ]() = ($ .�����&� ��� K = C/+$ "����
����������� ������ 2��/��� ���� �
� ������& �/ �
� ����� �
�� �� 2����
�// ��� ����� �
� ��� �/ ��� ��������� �Y���� C� �� /����2� �
�� �
���
�H���� �� ���������� X ∈ Π+,s ���
 �
�� swe(X) ≥ K #�� /���� ���
swe(X) = K% �/ ��� ���& �/ �
��� �H���� �  ��������$

	
� ���� ��������� �H�� � 2��
 K �
���� �� ;� (C/+)+ ��� ;�
���� /�� LM":>'�additive$ ,/ �  �������� �H����� �
�  ������ �/
�
� ��������� ;��
 ������ ��� �����=� �� �
� ������ ������ ����������
�� �H����& (C/+)+� ����� �
� ��� �/ ��� ��������� �Y����C$ ��������&�
�/ �
��� ���� ��� �H��� ��&  ��������� �
�� /�� ��� ����������� X ∈ Π+,s
�
��� �� ���� λX > ( ���
 �
�� ��� ����� ��� �����=� � ������& �/
C/++ λX � 2
����� �
� ��
�� ����� ��� �����=� ���& C/+−λX �� X $
������ �
� L��
  ������ ��

(C/++λX )(C/+−λX ) = (C/+)+−λ +
X < (C/+)+ ,

C"���� /�� ���
 k > '� '�������� ��������� ��� ;� 2������ �� k�
������� ��������� #�����&� ;& ������� ui(T ) = ( /�� ��� T ⊆ R
2��
 ' < ‖T‖ ≤ k� ��� �����=�� �� ��$ ISJ%� R":>'�additive ��
� ����������� �/ R":>k�additive$ 	
���  ����� R":>'�additive
LM�
��� ����������& &����� LM�
������� �/ R":>k�additive /��
��� k > '$

2
��
 ����;���
�� LM���� �������� �/ LM":>'�additive$ ❑

�
����&�� �� ��$ I+J ���K������� �
�� Z�":>+�additive ��
NM���� ����$ 	
����� S$+ ����;���
�� ��� ���& �
�� ����� ;��
���� �
� ������ ������ ������ /�� �H��� ����������� ������ 2��/���
� ����=�����$

	�R>TR� S$+$ For each k ≥ +, Z�":>k�additive and
ZR":>k�additive are NM-complete.

Proof. ���;���
� �/ Z�":>k�additive �� NM� /�� ���
 / H��
k ≥ +� ��� ;� ���� �� �� �
�  ���/ �/ 	
����� *$*$

	� �
�2 NM�
������� �/ Z�":>+�additive #������ .������� C
/�� 2
& �� �� �����
 �� �������� �
� ���� �/ k = + �� ;��

������ �/ 	
����� S$+%� ���� �
�� :����� I'DJ  ���� NM�
��� �������� �/ �
� �H��� ������ �/ ,LNRMRLNRL	 "R	� �������
RZ��	 ,LNRMRLNRL	 "R	 #Z,"� /�� �
���%O ?��� �� ����������
��� 
 G ��� � ���������� ���;�� K� �� �� ���� �
�� �
� ��=� �/
� ��H���� ���� ������ ���G �/ G �� �H����& K_ �
����&��
�� ��$ I\J  ������ � ��������� /��� ,LNRMRLNRL	 "R	 #,"�
/�� �
���% �� �":>+�additive #2
��
 �
�2� �
� LM�
�������
�/ �
� ������  ��;���%$ 	
��� ��������� �����/ �� �
�� �
� ��=�
�/ � ��H���� ���� ������ ��� �/ �
� ���� ��� 
 �Y����
�
� ��H���� ����������� ������ 2��/��� �/ �
� ��T� �������
����������� #��H���=�� ��� ���  ����;�� �����������%$ ���;�����
�
��� �2� �������� 2� ����������& �;���� � ��������� �
�2���
Z,"≤ 

� Z�":>+�additive� 2
��
 ����;���
�� NM�
������� �/
Z�":>+�additive$
,� � ;�� ���� ������� �� �� I\J �
�� ��������� �������& �������� �/

�2� ��� �OF

'$ /��� Z," �� Z�":>\�additive #2
��
 ������&  ���� NM�

������� �/ Z�":>k�additive /�� ���
 k ≥ \%� ���

+$ /��� Z�":>\�additive �� Z�":>+�additive$

	
� ������ ���������� Z�":>\�additive≤
 
� Z�":>+�additive�

��  ����;�� ����� ���
 �������� �/ Z�":>\�additive ��� ;�
�����/����� ���� �� �������� �/ Z�":>+�additive 2��
 �
� ����
����������� ������ 2��/���� 2
��� �
� ��=� �/ �
� �������� ���������
;& ���& � ������ /����� #��� �
����&�� �� ��$ I\J /�� �������%$

L�2 2�  ��� �
�� ZR":>k�additive �� ���� NM���� ���� /��
���
 / H�� k ≥ +$ ���;���
� �/ ZR":>k�additive �� NM �� ���&
�� ���$

������ 2� ���� ��� �/ ����� *$\ �� �
�2 
������� /�� NM$
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��T>��	,� L���RT �� ���2� �� ;� LM���� ���� ��� �� ��/ ���
�� /����2�O ?��� � ��� 
 G = (V,E) ��� �  ������ ������� k ≤
‖V‖� ������ 2
��
�� �� ��  ����;�� �� ����� �
� ������� �/ G 2��

�� ���� k ������ ���
 �
�� ��& �2� ��K����� ������� 
�� ��������
������$ "��
 � �������� �� ���� �� ;� legal$ :� ������ �
� �������
�� V �� ;� ��;���� /��� v' �
����
 v‖V‖$

	� �  �& ����� *$\� ��� G = (V G,EG) ��� H = (V H ,EH) ;�
�2� ���� ��� 
� ��� kG ��� kH ;� �2� ����  ������ ��������
G�� independent set of a graph G �� � ��;��� S �/ �
� ����H ��� �/
G ���
 �
�� �� �2� ������� �� S ��� ��K�����$
F	
�� �  ����
 �/  ��������� �2� ���������� �� ��������& ;������
�
� ���� k �� �
� k�������� �� ����������� /��� ������ ���� �� �
�
��H���� ����H ������ �/ �
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 �� �
� ���� Z," #��� ������&�
,"% ��������� ��� ����� Z," #��� ������&� ,"% ��� ;� ����� ��
 ��&������ ���� 2
�� �
�� ��� 
 
�� � ��H���� ����H ������
�/ �� ���� �2�� �$�$� �
�  ��;��� Z," ���������� �� ��� 
� 2��

��H���� ����H ������ �� ���� �2� �� ��� NM���� ���� ��� �
�
�
�� ����������  ��;��� ," �� ��� LM���� ����$
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.����� 2� ��������� �
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i �
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 ����H �� G ��� ��� �������� rH
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 ����H ��H$ L�2� 2� /��� �
� ������$ :� ��/ �� kG

������ aG
i � '≤ i ≤ kG� ��� kH ������ aH

j � '≤ j ≤ kH � �� �� ������
�
� ������$ .���
������� 2� ���� ����& ������ aG

i ��� aH
j � 2
���

' ≤ i ≤ ‖V G‖ ��� ' ≤ j ≤ ‖V H‖$ 	
� ��������� �/ �
� ������ aG
i �

aG
i � aH

j � ��� aH
j ��2 �� ��� �� �
� ��� 
� G ��� HO

• R��
 ����� aG
i � ' ≤ i ≤ ‖V G‖� 
�� � ������& �/ �2� /�� ���


;����� ���������� � ������ �������� rG
s � ' ≤ s ≤ ‖V G‖� ���

� ������& �/ −+‖V G‖ /�� ��& ;����� {rG
m,rG

n } �/ ��� ���& �/
{vG

m,vG
n } �� �� ���� �� EG$

• ����������&� 2� ��/ �� �
� ��������� �/ �
� ������ aH
j � '≤ j ≤

‖V H‖� ;& �� ������ G 2��
 H �;��$

• R��
 ����& ����� aG
i � ' ≤ i ≤ ‖V G‖� ��� ���
 ����&

����� aH
j � ' ≤ j ≤ ‖V H‖� 
�� � ������& �/ �2� /�� �
� �� �&

;����� �/ ���������$

• R��
 ����& ����� aG
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�� � ������& �/ −+ /��

�
� ;����� ���������� ���& �
� ������ �������� rG
i $

• R��
 ����& ����� aH
j � '≤ j ≤‖V H‖� 
�� � ������& �/−' /��

�
� ;����� ���������� ���& �
� ������ �������� rH
j $

• 	� ���� ���� �
� ����& ������ ��� ��� ���& �
� ���������
������ ������ �� �
��� ����� #2
�� ��H���=��� �����������
������ 2��/���%� ���
 aG

i 
�� � ������& �/ −\ /�� ��& ;�����
���������� ���& �
� ������ �������� rG

j � i �= j� ��� ���
 aH
j


�� � ������& �/ −\ /�� ��& ;����� ���������� ���& rH
i � j �= i$

• 	�  ����� ��& ����� aG
i �� aG

s /��� ������� ��& �������� rH
m �

2� ��� �
� ������& �/ aG
i ��� aG

s /�� ���
 ;����� T �/ ����������
'≤ ‖T‖ ≤ +� ���������� ��& rH

m �� ;� −‖V G‖ · ‖V H‖$

• :� �� �
� ���� /�� ��& ����� aH
j ��� aH

t ��� ��& ;����� T �
'≤ ‖T‖ ≤ +� ���������� ��& �������� rG

n $

• .�� ��� ������� �
� ��������� �/ ��� ��
�� ;������ T �/ ���������
2��
 ‖T‖ ≤ + ��� ��� �� =���$

L�2 2� /��� ��� ��T� ������� (A,R,U) ;&

A = {aG
i | '≤ i ≤ kG}∪{aH
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s | '≤ s ≤ ‖V G‖}∪{aH

t | '≤ t ≤ ‖V H‖},

R = {rG
s | '≤ s ≤ ‖V G‖}∪{rH

t | '≤ t ≤ ‖V H‖},

��� �
� ������� ��������� U �� ������;�� �;��$ .�����&� 2� �
����
�
�  �������� /�� ZR":>+�additive �� ;� K = '$

��������� �� ����� *$\ �������� �
� /����2��� �
��� �����O

'$ "�  ��� G �� ������& ������;�� 2��
 kG ������ ��� H ��
������& ������;�� 2��
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��� ���� �/ ���������&�
�
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� ������� ������� 2��

����� i� ' ≤ i ≤ kG� ��� ;� ���� �� ����� aG
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������� ������� 2��
 �
� ���� ����� ��� ��� ��K������ ���
������ ��� �����=� ���&  ������ ��������� �/ �� ����� �2�$ 	
�
���� 
���� /�� H ��� aH

j $ "���� ��� ��������� ��� ������;����
����� �
� ������ aG

i ��� aH
j � ���
 �/ �
� ������ aG

s ��� aH
t

��� �����=� � ������& �/ �2� /�� �
� �� �& ;�����$ 	
��� ���

����� ��� �����=� � ������& �/ �� ����� �2� �� �
�� ����������
��� ��� ����������� ������ 2��/��� �
�� �� ������� �
�� K = '$

+$ "�  ��� G �� ������& ������;�� 2��
 kG ������ ;�� H �� ���
������& ������;�� 2��
 kH ������$ ������ ��� ������ ����������
2��
 G ��� �����=� � ������& �/ �� ����� �2�$ "���� H �� ���
������& ������;�� 2��
 kH ������� �
��� �� �� ����� ���  ���
{vm,vn} �/ ��K����� �������� 2
��
 ����� �� ;� ������� 2��

�
� ���� �����$ 	� ��H���=� ����������� ������ 2��/���� �� ��
���  ����;�� �� ��� ;��
 ��������� �� �
� ���� ������ ;������

� �� �
� 
�� � ������& �/ −+‖V H‖ /�� �2���� ;��
 ���������
�� �
� ���� ����$ 	
�� 2���� ���� �� � ������& �/ �� ���� =���$
"� ��� �/ �
��� ��������� 
�� �� ;� ���� ���
�� �� ����&
����� aH

m �� �� ����& ����� aH
n $ ��� ;��
 �
��� ������ ���

�����=� � ������& �/ �H����& ���� ��� �
�� �
� ����������� ������
2��/��� �� �
�� ���������� �Y���� �
�  �������� K = '$

\$ ,/ G �� ��� ������& ������;�� 2��
 kG ������� �� ���� ��� ������
2
��
�� H �� ������& ������;�� 2��
 kH ������ �� ���� ����� �/
G �� ��� ������& ������;�� 2��
 kG ������ �
��� ����������&
�� �
� /����� ����� �
��� �� �� ����� aG

s 2
� ��� �����=�
���& � ������& �/ =���� �� �
� ����������� ������ 2��/��� �� �
�
������ ������ ���������� �� ���� �
�� K = '$

�  �&��� ����� *$\� �
��  ���� �
� �
�����$ ❑

6. DISCUSSION OF INAPPROXIMABILITY
OF SOCIAL WELFARE OPTIMIZATION

,� �
�  ������ �2� ��������� 2� 
�� �
�2� �
�� �
� ��������
������� �/ ������� ������ 2��/��� � ����=�����  ��;���� ���
��������;��O ���
�� LM���� ���� �� NM���� ����$ ,� �� �������
�� ��� 2
��
�� �
� � ����=�����  ��;���� ���������� 2��
 �
���
��������  ��;���� ��� ��������;�� �� 2���� �� 2
��
�� �
�& ����2
�// ����� �  ��H������� ��
����$ ,� �
�� �������� 2� ;���/ & �������
���  ��H���;����& ������� /�� ������ 2��/��� � ����=������ 2
���
2� /���� �� �
� ;����� /���$

,������ ��� ���  ��H���;����& ������ ����������& /����2� /���
�
� 2��� �/ �
����&�� �� ��$ I*J� 2
� ��� � ��������� /���
"R	 M���,L? #���� �$�$� ?���& ��� Q�
���� IGJ% �� �":>bundle

�� �
�2 LM�
������� �/ �
� ������  ��;���$ ?��� � ���������� C
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/��� C $ 	
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�
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������ �
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V	���W / ���� 2
��� �
� ���� �� �� / �� ���� � ����� ����$%
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� �
�2 �
��
�
��  ��;��� ��� ;� �  ��H������ ��� ��� ������&� O(

√
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O(‖C ‖/ ���+ ‖C ‖)$ 	
�& ���� ���� �
�� ��Z,��� "R	 M���,L?
��� ��Z,��� ,LNRMRLNRL	 "R	 ��� �������& ������;�� ;&
�  ��H������� /�����  �������� ���������� #��� <�=����� I'SJ
/�� � /����� ��/ ������%�'( ��� �
� ���� �� ���� /�� ��Z,���

'(,�/������& � ������� �
�� ����� �
�� �
��� �� � ����������
������ ������� ;��2��� �
� ���� ������ ���� �� �
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 ��� �
�
 ������� �/ �
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�� ��������� �����
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"R	 M���,L? ��� ��Z,��� ��,`�R$ �b���� I'(J  ����
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�� ��Z,��� ��,`�R ������ ;� �  ��H������ 2��
�� � /�����
�/ n'−ε ������ LM = ^MM� 2
��� n �� �
� ���;�� �/ ������� ��
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�
� ��H���� ����������� ������ 2��/��� �
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:� ��� �
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� �;������������ ��������� �/
�
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�
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�� �
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�
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� ������� =���
��� ���� ��� �
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�� �
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� ���� /�� ��ZR":bundle �� ��
��H���=� �
� ������� ������& ��& ����� ��� �����=�$ .�� �
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7. CONCLUSION AND FUTURE WORK
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�� �� ����������� /���$ :�
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